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RESUMO 
Os procedimentos de dimensionamento de estruturas metálicas tradicionais envolvem um 
procedimento indireto, para o qual os esforços solicitantes sobre cada barra (obtidos por meio da 
análise estrutural) são comparados com os esforços resistentes, os quais são obtidos de forma isolada, 
assumindo-se para a barra condições de apoio idealizadas (e.g.: apoios simples, engastes, etc.). Assim, 
procura-se neste trabalho avaliar a influência de tais hipóteses sobre os resultados de estabilidade 
elástica desses perfis, analisando-se as mesmas barras sob condições simplificadas, e também sob 
condições mais realistas, compatíveis com as disposições construtivas a que são submetidos os 
elementos em estudo. No caso específico de cantoneiras de aço de abas iguais, ilustram-se essas 
diferenças com a ajuda de análises de estabilidade elástica realizadas com o Método dos Elementos 
Finitos (MEF) e com a Teoria Generalizada de Vigas (GBT), evidenciando um estudo pormenorizado 
dos fatores que envolvem as análises e dimensionamento desses elementos. Nas cantoneiras 
analisadas sob compressão excêntrica observa-se que muitos elementos estruturais acabam sendo 
dimensionados baseando-se em condições de apoio idealizadas, enquanto na realidade tais condições 
não se verificam. 
 
Palavras-chave: Análise de estabilidade elástica; Sistemas estruturais em aço; cantoneiras sob 
compressão excêntrica. 
 
ABSTRACT 
The procedures for dimensioning traditional metal structures involve an indirect procedure, for which 
the stresses applied on each bar (obtained through structural analysis) are compared with the resistant 
stresses, which are obtained in isolation, assuming for the bar idealized support conditions (eg: simple 
supports, bezels, etc.). Thus, this work seeks to evaluate the influence of such hypotheses on the 
results of elastic stability of these profiles, analyzing the same bars under simplified conditions, and 
also under more realistic conditions, compatible with the constructive provisions to which the 
elements are subjected. in study. In the specific case of steel angles with equal flaps, these differences 
are illustrated with the help of elastic stability analyzes carried out with the Finite Element Method 
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(MEF) and with the Generalized Theory of Beams (GBT), evidencing a detailed study of the factors 
that involve the analysis and dimensioning of these elements. In the angles analyzed under eccentric 
compression, it is observed that many structural elements end up being dimensioned based on 
idealized support conditions, while in reality such conditions do not occur. 
 
Keywords: Elastic stability analysis; Structural steel systems; angles under eccentric compression. 
 
1 INTRODUÇÃO 
A segurança de qualquer sistema estrutural em aço deve ser garantida pela verificação da 
capacidade resistente de cada uma das barras que o compõe, sendo essa verificação realizada de forma 
indireta, isto é, cada barra é associada a condições de contorno compatíveis com a situação de projeto, 
para então ter a sua capacidade resistente determinada e comparada com os resultados de esforços 
solicitantes advindos da análise estrutural. 
Nesse contexto, é bastante intuitivo que algumas simplificações possam não representar a 
realidade a que está submetida um elemento. Autores como Türker e Bayraktar (2010), Camotim et 
al. (2010), Basaglia et al. (2012), e Shayan e Rasmussen (2014), já têm demonstrado a influência em 
particular de diversos fatores que podem influenciar no dimensionamento dos elementos de um 
sistema estrutural, e que não são considerados (habitualmente) com os atuais procedimentos. 
Apenas a título ilustrativo, as Figuras 1.a-b mostram um pórtico simples formado por perfis 
de aço com seção em I enrijecido, com as bases engastadas e submetido a duas forças concentradas 
(Figura 1.a), e cuja análise de estabilidade elástica foi realizada com o Método dos Elementos Finitos 
(MEF) de forma a considerar os efeitos das ligações, resultando em um modo crítico de flambagem 
(Figura 1.b) sob influência significativa das mesmas, que neste caso são do tipo soldada com 
continuidade na alma e sem enrijecedores (Mesacasa Jr. 2016). 
O dimensionamento típico do elemento de viga que compõe o pórtico em questão passa pela 
análise de estabilidade elástica da mesma, sob condições de contorno que englobam os apoios das 
extremidades. Se tal viga for considerada de forma simplificada como biengastada, e submetida à 
mesma distribuição de momentos fletores a que está submetida no pórtico de que faz parte, o resultado 
da análise de estabilidade (Figura 2) evidencia claramente um modo de flambagem distinto daquele 
a que está sujeita a viga sob influência das ligações (Figura 1.b). Assim, pode-se afirmar com 
segurança que os efeitos das ligações do referido pórtico não podem ser aproximados de forma 
eficiente por meio de engastes, pois além de valores de força crítica (aqui suprimidos por questões de 
objetividade), também o modo de instabilidade é bastante distinto. 
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Figura 1 - Exemplo ilustrativo (a) de pórtico formado por perfis do tipo I enrijecido, submetido a forças 
concentradas, (b) com modo crítico de instabilidade influenciado pelo tipo de ligação. 
Fonte: Mesacasa Jr. (2016) 
 
 
Figura 2 – Modo crítico de instabilidade elástica para viga de aço biengastada com comprimento L=5m e 
seção em I enrijecido. 
Fonte: Mesacasa Jr. (2016) 
 
 É importante esclarecer que, de forma geral, tanto os valores de carregamento crítico quanto 
o modo de instabilidade correspondente, têm grande importância no dimensionamento estrutural, pois 
permitem avaliar diretamente a susceptibilidade a efeitos geometricamente não lineares.  
 
 
2. O CASO DAS CANTONEIRAS CONECTADAS PELAS ABAS 
 Um caso relativamente simples de ser entendido envolve a aplicação de cantoneiras de aço 
em construções metálicas. Os sistemas estruturais compostos por cantoneiras (normalmente torres de 
transmissão ou comunicação, ou treliças) costumam ser bastante vantajosos no que se refere à 
facilidade e rapidez na fabricação e montagem.  
 As cantoneiras, de modo geral, podem ter as extremidades soldadas ou parafusadas, o que 
normalmente envolve uma de suas abas (Figura 3), e caracteriza uma situação significativamente 
distinta daquela correspondente à barra sob compressão centrada, fato que pode ser compreendido 
com a ajuda da representação esquemática ilustrada na Figura 4. 
 Sabe-se que a ABNT NBR8800: 2008 exige, no caso de cantoneiras com as extremidades 
parafusadas, o mínimo de dois parafusos, e a utilização de um comprimento fictício para a barra em 
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questão. Além disso, as verificações são realizadas assumindo-se uma situação hipotética de 
compressão centrada. Sem entrar no mérito da previsão da capacidade resistente, no entanto, é 
possível avaliar a influência das condições de apoio reais a que podem estar submetidas as cantoneiras 
de um sistema estrutural qualquer, sob a luz de uma análise de estabilidade elástica realizada com o 
MEF, considerando cantoneiras sob compressão centrada (hipótese simplificada) e considerando o 
caso de cantoneiras fixadas por uma de suas abas por um único parafuso (situação real, 
construtivamente mais próxima de uma rótula). 
 
 
Figura3: Exemplo de aplicação de cantoneiras de aço em estruturas treliçadas 
Fonte: https://under-linux.org/showthread.php?t=153430 
 
 
Figura 4: Simulação cantoneira sujeita a compressão centralizada por meio de uma chapa de topo 
Fonte: Autor  
 
 
2.1. ANÁLISES DE ESTABILIDADE ELÁSTICA, CONCEITOS INICIAIS E MEF 
O estudo da estabilidade de barras comprimidas teve início com o matemático Leonhard Euler 
(1707 – 1783), que foi responsável pelo método utilizado até os dias atuais para a determinação da 
força crítica axial em regime elástico, conhecida como carga crítica de Euler. 
 A carga crítica de Euler é fundamental no dimensionamento de estruturas metálicas, cujos 
limites de comportamento elástico (limite de proporcionalidade) elevados, associados à elevada 
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esbeltez global dos perfis, contribuem para que os perfis em aço estejam muito susceptíveis à falha 
por instabilidade antes que sejam atingidas as tensões limites do material. 
 Neste ponto, é válido lembrar alguns aspectos básicos sobre o caso simples de uma barra 
biapoiada, afim de que sejam revisitados alguns conceitos a serem comentados em seguida. Assim, 
tomando-se uma barra prismática de comprimento L biapoiada sob compressão centrada (Figura 5.a), 
e assumindo-se um comportamento elástico do material, o equilíbrio de esforços internos em uma 
posição deslocada “vizinha” da posição inicial (Figura 5.b-c) conduz à Equação 1, que é uma equação 
diferencial de segunda ordem homogênea, e com coeficientes constantes, cuja solução é dada pela 
equação 2. 
𝑑2𝑣
𝑑𝑥2
+
𝑃
𝐸𝐼
 𝑣 = 0      (1) 
𝑣 = 𝐶1 cos(𝑘𝑥) + 𝐶2 𝑠𝑒𝑛(𝑘𝑥)    (2) 
Onde k²=P/EI. Aplicando-se as condições de contorno do problema (pontos A e B das Figuras 
5.a-b), de modo que para x=0 e para x=L o deslocamento lateral v=0, obtém-se a equação 3.   
  
 𝐶1 sen(𝑘𝐿) = 0     (3) 
 Essa equação é satisfeita para A=0 (solução trivial, e sem interesse), ou para sen(kL)=0, que, 
por sua vez, ocorre quando k ou L forem nulos (barra sem carregamento ou com comprimento nulo) 
ou quando kL=nπ, sendo n=1,2, ..., n. Assim, tem-se que: 
𝑃 = 𝑃𝑐𝑟í𝑡𝑖𝑐𝑜 =
𝑛2𝜋2𝐸𝐼
𝐿2
    (4) 
 Onde E é o módulo de elasticidade do material, e I é o momento de inércia da seção transversal 
em torno do eixo em que ocorre a flexão caracterizada nas Figs. 5.b-c. 
Além disso, a equação que descreve a flexão da barra (Eq. 1) toma a forma apresentada na 
equação 5, na qual se nota o coeficiente C1 indeterminado, que caracteriza justamente a amplitude 
da curva senoidal que caracteriza o chamado “modo de instabilidade”. Assim, variando-se o valor de 
n é possível obter tanto os valores de força crítica quanto os seus respectivos modos de instabilidade, 
conforme ilustra a Figura 6.a-b, para os casos de n=1 e n=2: 
 
 𝑣 = 𝐶1𝑠𝑒𝑛(𝑘𝑥) = 𝐶1𝑠𝑒𝑛 (
𝑛𝜋𝑥
𝐿
)    (5) 
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Figura 5: Barra comprimida em sua posição (a) inicial, e (b) deslocada. (c) Equilíbrio de esforços e (d) 
condições de estabilidade. 
Fonte: Gere (2004). 
 
 
Figura 6: Dois primeiros modos de flambagem de uma barra sob compressão centrada. 
Fonte: Gere (2004). 
 
Conforme ilustrado na Figura 5.d, a barra em questão apresenta inicialmente uma condição 
de equilíbrio dita “estável”, isto é, a força aplicada P é inferior à força crítica Pcr, e com isso, após 
qualquer pequena perturbação exercida sobre a barra, ela retorna à posição inicial. Porém, o mesmo 
não ocorre quando P é maior do que Pcr (equilíbrio instável), situação essa em que a barra em questão, 
após aplicada uma perturbação inicial, buscará outra condição de equilíbrio, e não retornará à posição 
inicial. Uma vez que a perturbação pode agir em qualquer direção, tem-se diferentes possibilidades 
de trajetórias de equilíbrio, o que caracteriza uma “bifurcação do equilíbrio” que é chamada de 
flambagem. Uma barra perfeita sob ação de uma força centrada de intensidade Pcr é dita em equilíbrio 
neutro. 
Não obstante, a esbeltez característica dos perfis de aço desempenha um papel fundamental 
na susceptibilidade a outros fenômenos de instabilidade, não necessariamente associados a 
deslocamentos de corpo rígido da seção transversal das barras entre os apoios (modo global de 
flexão), conforme exemplifica a Figura 7.a para um perfil U enrijecido, mas relacionados também a 
deslocamentos locais de cada elemento que compões a seção transversal da barra (modo local), 
conforme a Figura 7.b, ou ainda deslocamentos locais associados com o deslocamento de um ou mais 
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vértices entre os elementos que compõem a seção transversal (modo distorcional), ilustrado na Figura 
7.c. Além desses, destacam-se ainda os modos global por torção (Figura 7.d), que ocorre em seções 
transversais duplamente simétricas, e global por flexo-torção (Figura 7.e), que ocorre sempre que o 
centro de torção de uma seção transversal não coincide com o centro geométrico. 
 
 
Figura 7: Exemplos de modos de instabilidade (a) global por flexão, (b) local, (c) distorcional, (d) global por 
torção, e (e) global por flexo-torção 
Fonte: Adaptado de Basaglia (2010) 
 
Embora seja possível ampliar os domínios da aplicação analítica proposta inicialmente por 
Euler, para outras condições variadas de barras sob compressão centrada sob diferentes condições de 
apoio, não é possível obter uma solução analítica que envolva todos os fenômenos ilustrados nas Figs. 
7.a-e, incluindo variações e interações entre eles. Assim, é natural que ferramentas de solução 
numérica sejam utilizadas para a obtenção de respostas aproximadas, as quais, se efetuadas com rigor, 
oferecem soluções importantes para inúmeras verificações de segurança nas estruturas metálicas.  
Dentre os métodos que permitem a análise de estabilidade de perfis de aço, destacam-se o 
Método das Faixas Finitas (MFF – Schafer, 2018), a Teoria Generalizada de Vigas (GBT – Bebiano 
et al., 2018), e o mais clássico e abrangente deles, o Método dos Elementos Finitos (MEF), que para 
a análise de perfis de aço normalmente é utilizado com elementos finitos do tipo casca. Como 
diferença básica fundamental, os dois primeiros apresentam limitações naturais que os impedem que 
sejam consideradas quaisquer variações longitudinais nas barras analisadas (e.g.: furos, apoios 
intermediários localizados, ou composições de várias barras), assim, tem-se com o MEF uma vasta 
possibilidade de análises, aplicáveis a diversos tipos de estruturas, com resultados confiáveis e 
eficientes, embora deva-se lembrar que, com tamanha potencialidade, a complexidade envolvida em 
análises com o MEF, mesmo simplificadas, é bastante superior àquela experimentada na aplicação 
do MFF ou da GBT, executada com a ajuda de programas computacionais específicos respectivos. 
2.2. EXEMPLO- CANTONEIRA L60x2,00 MM 
Para dar continuidade aos problemas expostos na introdução deste trabalho, buscou-se avaliar, 
com a ajuda do programa comercial baseado no MEF – ANSYS ® (SAS, 2017) – os resultados das 
análises de estabilidade elástica de cantoneiras de aço de abas iguais submetidas à compressão. Com 
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a intenção de validar os resultados obtidos com a aplicação dos elementos finitos de casca do tipo 
Shell 181 oferecidos pelo referido programa, foram obtidos também resultados de força crítica de 
estabilidade elástica da mesma seção transversal avaliada por meio da GBT, com a ajuda do programa 
computacional de uso livre GBTUL 2 (Bebiano et al., 2018). 
Assim, foi adotada uma seção transversal L60x2,00mm, e comprimentos de barra variados, 
sendo as condições de apoio dessas barras com rótulas esféricas em ambas as extremidades. O 
material considerado foi um aço com módulo de elasticidade E=200 GPa, e Coeficiente de Poisson 
v=0,3. 
No caso das análises realizadas com o MEF, para a aplicação da força de compressão uniforme 
sobre a barra, foi criada uma chapa em cada extremidade com valores de rigidez bastantes superiores 
(Figura 4). Com isso, a força pôde ser aplicada diretamente sobre a posição do CG da seção 
transversal da barra, bem como as condições de apoio a simularem rótulas esféricas nos nós 
respectivos de cada extremidade. Neste caso, a intenção é simular uma barra bi rotulada, tal como 
ilustra a Fig. 5.a, porém rotulada em torno de qualquer eixo do plano tridimensional, por isso refere-
se à rótula como esférica. 
 Conforme já comentado no começo do item 2, dificilmente as cantoneiras são dispostas 
construtivamente de modo que sejam submetidas à compressão centrada. O que ocorre normalmente 
é a fixação desses perfis por meio de uma de suas abas por soldas ou parafusos. Assim, para fins de 
comparação e avaliação da diferença em termos somente de força crítica de estabilidade elástica, 
foram avaliadas as mesmas cantoneiras das análises sob compressão centrada, agora submetidas a 
carregamentos pelos furos em uma de suas abas, conforme ilustra esquematicamente a Figura 8. 
 Neste caso, é importante mencionar que foi considerado o caso de somente um furo em cada 
extremidade da barra, com diâmetro de 20 mm, e os comprimentos das barras analisadas foram 
tomados entre os centros de cada furo, sendo desconsiderado, portanto, a comprimento restante entre 
furo e borda, que no caso analisado foi de 10 mm. 
 Sobre as condições de apoio, a Figura 8 também auxilia a identificar o ponto A, onde foi 
aplicada uma restrição nodal de deslocamento na direção longitudinal da barra, as linhas de contorno 
dos furos B, onde foram aplicadas restrições aos deslocamentos ortogonais à direção de aplicação do 
carregamento (seta vermelha), e as linhas de contorno de metade dos furos C e E, que representam a 
posição de aplicação das forças de pressão, que na prática são aplicadas por meio dos parafusos que 
figuram em cada posição. Para melhor compreender a distribuição adotada para a aplicação dos 
carregamentos em apenas metade dos furos, a Figura 9 ilustra esquematicamente a borda do furo que 
permanece em contato sob pressão do parafuso. 
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Figura 8: Cantoneira parafusada L60x2,00mm, com respectivas condições de contorno. 
Fonte: Autora 
 
 
Figura 9: Esquema de como o parafuso se comporta no furo da Cantoneira transmitindo uma compressão. 
(A): Parafuso; (B): Furo da Cantoneira; (C): compressão transmitida; (D): Área superior do furo a qual não 
tem contato com o parafuso. 
Fonte: Autora 
 
Foi realizada então a análise de estabilidade elástica para ambos os casos, o que é feito no 
método dos elementos finitos através de uma análise de autovalores e auto vetores. Foram obtidos os 
primeiros valores de força crítica (Pcr) de instabilidade elástica (autovalores) e seus respectivos 
modos (auto vetores), para barras com comprimentos L=100, 200, 400, 800, 2000, 2500 e 3000 mm. 
A Tabela 1 apresenta os resultados de força crítica obtidos pelo MEF e pela GBT. Neste caso, 
como se tratam de dois métodos numéricos aproximados, não há uma validação completa dos 
resultados, mas sim uma forte evidência de que o erro associado aos resultados de ambas as análises 
é semelhante. Além disso, neste caso específico, sabendo-se que essas análises já foram 
exaustivamente validadas em estudos com a GBT (e.g.: Camotim et al., 2004; Dinis et al., 2010), 
utilizou-se apenas os resultados obtidos com a GBT para validar a metodologia e os resultados da 
análise implementada via MEF. 
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Tabela 1: Carga crítica das Cantoneiras sob compressão centrada.  
Comprimento L (mm) PCR MEF (N) PCR GBT (N) Desvio (%) 
100 87469 89670,50 2,455 
200 37511 37728,20 0,576 
400 24841 24726,70 0,462 
800 21481 21291,70 0,889 
2000 18504 17763,30 4,170 
2500 10810 11375,70 4,973 
3000 7512,2 7901,83 4,931 
Fonte: Autora 
 Ainda sobre os resultados exibidos na Tabela 1, destaca-se que o erro máximo de PCR obtido 
pelo MEF em relação ao obtido pela GBT não superou 5%, sendo os maiores erros encontrados para 
barras de maior comprimento, das quais somente a barra de comprimento L=3000 mm apresentou 
modo crítico de flexão em torno do eixo de menor inércia. 
  
Brazilian Journal of Development 
 
      Braz. J. of Develop., Curitiba, v. 6, n. 2, p. 8042-8056, feb. 2020.    ISSN 2525-8761 
8052  
 
Figura 10: Analise de estabilidade elástica das cantoneiras sob compressão centrada – 1º modo. 
Fonte: Autora 
 
 A análise das cantoneiras sob compressão excêntrica (conectadas pelas abas), foi então 
realizada seguindo os mesmos critérios de análise aplicados às cantoneiras sob compressão centrada, 
com as diferenças, é claro, associadas às condições de contorno apresentadas anteriormente. Os 
resultados dos valores de PCR são exibidos na Tabela 2, lembrando que o comprimento dessas barras 
foi considerado como a distância entre o centro dos furos de cada extremidade da barra. 
 
Tabela 2: Carga crítica das Cantoneiras sob compressão excêntrica. 
Comprimento L (mm) PCR MEF (N) 
100 73664 
200 24796 
400 20827 
800 21646 
2000 16394 
2500 13428 
3000 10855 
Fonte: Autora 
 
 
Quanto aos modos de instabilidade verificados para cada comprimento, afim de que possam 
ser comparados com aqueles obtidos nos casos de cantoneiras sob compressão centrada (Figura 10), 
são exibidos para os mesmos comprimentos na Figura 11.   
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Figura 11: Analise de estabilidade elástica das cantoneiras sob compressão excêntrica – 1º modo. 
Fonte: Autora 
 
2.1.1. ANÁLISE DOS RESULTADOS: 
 Os resultados obtidos para a cantoneira sob compressão centrada e excêntrica (Tabelas 1 e 2), 
assim como os resultados obtidos com a GBT para vários outros comprimentos (possibilitando a 
representação de uma curva) são exibidos no gráfico da Figura 12. 
 É possível notar uma diferença mais significativa no caso das barras mais curtas (L< 400 mm). 
Os valores de força crítica de estabilidade elástica das cantoneiras sob compressão excêntrica foram 
inferiores aos que resultaram da compressão centrada, variando de praticamente 0% no caso de L = 
800 mm, até diferenças em torno de 15% para L < 400 mm. No caso de barras mais longas, o valor 
de Pcr parece divergir de forma crescente, evidenciando a necessidade de se investigar os resultados 
para valores maiores de comprimentos. No caso de L = 2500 mm a variação foi de cerca de 25%, 
enquanto para L = 3000 mm essa diferença já aumenta para cerca de 45%. Além disso, vale ressaltar 
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que no caso de barras curtas a força crítica das barras sob compressão excêntrica é inferior à força 
crítica das mesmas barras sob compressão centrada, enquanto no caso de barras longas essa condição 
se inverte, com a força crítica das barras sob compressão excêntrica maiores aos da compressão 
centrada. 
 
 
Figura 12: Gráfico de Pcr x L para cantoneira L60x2,00 mm 
Fonte: Autora 
 
 Um dos fatores que parece estar relacionado a esta diferença dos resultados é o modo de 
instabilidade das barras em questão. Enquanto as barras mais curtas de ambas as condições de 
carregamento apresentam um modo típico de flexo-compressão, as barras mais longas no caso das 
cantoneiras sob compressão centrada apresentam modo de flexão em torno do eixo de menor inércia, 
enquanto as cantoneiras sob compressão excêntrica parecem exibir um modo composto por flexão 
em torno do eixo paralelo à aba conectada e flexo torção. Com essa diferença entre os modos, também 
se justificam maiores diferenças nos valores de carga crítica. 
 
3 CONCLUSÃO 
O exemplo apresentado das cantoneiras sob compressão excêntrica ilustra bem o fato de que 
muitos elementos estruturais acabam sendo dimensionados baseando-se em condições de apoio 
idealizadas, enquanto na realidade tais condições não se verificam. 
Os resultados de força crítica de estabilidade elástica fornecem uma estimativa dos 
comportamentos desses elementos, que pode estar associada à capacidade resistente desses 
elementos, e os modos de instabilidade evidenciam um comportamento muito distinto do esperado 
nos casos de barras sob as condições reais a que estarão submetidas, em comparação as barras 
idealizadas com condições simplificadas de apoio. 
No presente trabalho evidencia-se, portanto, uma linha importante de investigação a ser 
estudada pelos autores, com foco em casos em que as ligações entre as barras não podem ser 
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representadas por condições idealizadas, tal como o caso das cantoneiras aqui apresentadas, cujas 
diferenças mostraram-se bastantes significativas, não apenas em valores de força crítica, mas também 
nos modos de instabilidade. 
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